FURIJEOVI REDOVI — ZADACI ( 1I deo)

Primer 4.

Funkciju f(x)= |x| —1 razviti u Furijeov red na segmentu [—1,1] a zatim izracunati sumu reda Z o 1)
n=1 n—

Resenje:
Kako je f(—x)= |—x| -1= |x| —1= f(x) zakljucujemo da je funkcija parna .

Koristimo formule:

f(x) :%ao +Z(an cos?ﬂan sin?)

n=1

:Hlf(x)dx an:%.[f(x)cosn—ilzxdx b =0
:%:flf(x)dx:%:fl(x—l)dx:2£(x—1)dx=2(§—xj/é:—l

1 1
nITX
jf(x) cos—dx = j(x—l) cos —=dv = 2j(x—1) cos nxdx
_1 0
Kao i uvek , ovaj integral ¢emo resiti na stranu uz pomo¢ parcijalne integracije:

x—1=u cosnxxdx=dv 1 i
=(x—1)-—sin nﬂx—j—sin nxxdx =

I(x —1)cos nzxdx = 1 .
dx=du —sinnrx=v nrw
nw
_ (x—1)sinnzx —ijsin wrdy — — (x—1)sinnzx +iLcos o
nw nw nrw nw nw
(x—1)sinnzx 1
= + > COSNTX
nx (nr)
Sad se vratimo da ubacimo granice:
( (x—1)sinnzx
a,= ZI (x—1)cosnmxdx =2 ~cosnzx |/ =
7 nrx (nr) 0

_y (1-1)sinnxl N 1 _cosnl |- (0-1)sinnz0 N 1 _cosnz0
nrw (nr) nx (nr)
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2((’1”)2 cosmz—(mr)zj—(mr)2 (cosnz—1)= (n;r) (( )" — )




Sli¢no kao u prethodnim primerima, razmi$ljamo o parnim i neparnim #, pa je:

0, n=2k
an:{_iz’ n:2k—1
(nm)

Sad idemo u pocetnu formulu:

f(x) :la0 +Z(an cos?ﬂan sin?)

> 2k -1
1= 1= 5D+ 3o D

E
1 4 $eos(Zk—Drx
2 e (2k-1y

|x|—1:—

0

Pogledajmo 1 sumu koja se trazi:
gledaj j Zl D

. Vidimo da u naSem redu treba ubaciti x =0 :
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Primer 5.

Funkciju f(x) = x-2 razviti u Furijeov red na segmentu //,3] .

Resenje:
Moramo koristiti formule:

. 2n7rx

f(x)_—a0+2(a cosb Xib s _a)
—%agf(x)dx a, =ﬁ£f(x)cos2

Dakle, imamo:
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2nwx
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dx =

2 3
=— —2)cos
a, 3_1!@ )
3
= j(x —2)cosnmxdx
1

Da reSimo najpre ovo bez granica:

x—2=u cosnrxdx=dv

I(x—Z) cos nmxdx = 1 .
—sinnzx=v

I . 1 .
=(x—2)-—sinnrx— j—sm nrxdx =
nrw

X =du nx
nrw
_ (x—2)sinnzx —LJ‘sin wrdx — — (x—2)sinnzx +LLcos o
nrw nrw nrw nw nw
(x—2)sinnzx
= > COSNTX
nmw (nr)
3 .
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a, :I(x—2)cosn7zxdx:((x )sin nzx 5 cosn;z'x]/ =
1 nr (nr) 1

(3—-2)sinnx3 1 (1-2)sinnxl 1
= + ~cosnz3 |- + ~cosnrl |=
nx (nr) nr (nr)
sin3nx 1 sin nx 1
= + > cos3nz + — —COS 7T
nrx (nr) nr  (nr)
= - cos3nm — ~COS N7t
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() [ ]
Secate se trigonometrijske formulice: cosa —cos f=-2sin i er P sin % ; P , ako nju upotrebimo:
a,= ! > [cos3nm —cosnz]= ~[-2sin2nz -sinnz]=0 —>‘an =0]
(nr) (nr) : '

Jos$ da nadjemo:

3
23”1? dx = J- (x —2)sin nzxdx

1

2 3
b, =g.lf(x—2)sin



x—2=u sinnzxdx=dv

. 1 1
I(x—Z) sin nrxdx = 1 =—(x—-2)-—cosnmx+ I—cos nrxdx =
dx=du ——cosnzx=v nrw nr
nw
—(x—2)cosnzrx 1 —(x—=2)cosnzx 1 1 .
= +—Icos nrxdx == +——sinnzx
nrw nw nw NI N
—(x—2)cosnrx .
= >sinnzx
nw (nr)

Da ubacimo granice:

3
b = .[ (x—2)sinnzxdx = —(x—2)cosnzx ! ssinnzx |/ =
1 nx (nr) 1
—(3-2)cosnx3 N 1 sinnz3 |- —(1—2)cosn7zx+ 1 _sinnzl | =
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cosnz3 CcOSnmx

1
=——/(cos3nz +cosnx)
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a+,6’cosa;,6’

Opet mora formulica: cosa +cos = 2cos

b, = ———(cos3nz+ cos n) = ——2[cos 2z cos n = — == (~1)" == (~1y""
nmw

! niw niw ovo je 1 niw

bn — (_1)n+li
niw

Sad idemo u pocetnu formulu:

X . 2nwXx
+b, sin
a b—a

)

2nrw

f(x):%a0 +HZ=;(an cos 5

Pazite:
f(1-0)=1, f(1+0)=1 1 {(3-0)=1, f(3+0)=-1

pogledajte sliku:
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pa je

* 2 2nrwx
S(x)=) (=)' —sin
(x) ;( ) SN

x—-2, xe(3)

S(x)= i:(—l)”+1 sinnzx = { 0, xeil3)

2
niw

Primer 6.

x, xe(0,1)

Funkciju f(x):{z_x xe[l,2]

} razviti u red po:

a) po sinusima

b) po cosinusima

Resenje:

a)

. { x, x€(0,1)
Funkciju f(x) =

razviti u red po sinusima.
2—x, xe[l,2]

Da bi smo razvili ovu funkciju po sinusima, moramo je dodefinisati do neparne funkcije.

To ¢emo obaviti na slede¢i naéin:

2—-x, x€[l,2]
F(x)= x, xe(-L1)
-2-x, xe[-2,-1]



Pogledajmo kako ova funkcija izgleda na slici:

1
N
1
—_—
=)
=
N
<V

. _— : 1 :
Naravno da su ovde a, i a, jednaki nuli a trazimo: b, = ] j f(x) sm@dx
-l

I L [ A
b :%.[f(x)sin?dx:%'([f(x)sin?dx:%z[f(X)sinn—Zxdx:.([f(X)sinn—;Txdx

Zbog nacina na koji je funkcija definisana, ovaj integral rastavljamo na dva:

b, =

O S 1O

1 2
nIrx nITx nrwx
x)sin——dx = | xsin——dx+ | (2—x)sin——dx
f@ysin= j : !( )sin=—

Nakon reSavanja ovih integrala, metodom parcijalne integracije, na sli¢an nac¢in kao u prethodnim primerima dobijamo:

Zan=1 sin—:smz—l
2
Zan=2 sin—:sm%[—o
. nw . 3z
Zan=3 sin—=sin—=-1
2 2
. NTw Y4
Zan=4 sin—=sin—-=0
2 2
. nrw Y/ 4
Zan=5 sin—=sin—-=1
2 2
. nTr . brmw
Zan=6 sin—=sin—-=0
2 2
itd.



0, n=2k

Dakle, zakljucujemo: b”:{(—l)k 8 , n=2k+1 k=0,1,23.......
2k +1)’ 7’

Pa je:

8 - (- l)k (2k+1)7zx
f(x)=— (0,2]

72'2;( 2
8 & (-1 2k +1)7x

F=S3 OO, kD) e[-2.2]
77 = (2k+1) 2

b)
Za razvoj po kosinusima moramo dodefinisati funkciju do parne na sledec¢i nacin:
x+2, xe[-2,-1]

xe(-11)
x=2, xe[l2]

F(x)=

Data funkcija je prikazana na sledecoj slici:

yA

<V

! I
Naravno, sada je b, =0 a trazimo: 4, :%j S (x)dx a, :%J‘ f(x) cos—n7lrx'dx
_[ —l

:%:l[f(x)dx:%.:[f(x)dx

a, =%.2[f(x)dx:j-f(x)dx=.1[xdx+j-(2—x)dx=1

(=}



! /
a, =%J;f(x)cos?dx=%.0[f(x)cos?dx

2% nirx : nrx l nrx f nx
a =— x)cos——dx = x)cos——dx = | xcos——dx+ | (2—x)cos——dx
=3 j f(x)eos= j f(@)eos= j : j (2-x)cos=

Parcijalnom integracijom reSimo ove integrale i dobijamo:

8 nr 4
a,=——cos— ———(l+cosnr)
nr 2 nrw

- . nw oy
Razmislimo kako se ponasa izraz COS? za razlicite n.

zan=1 cosﬂzcoszzo
2 2
nrx 27
zan=2 cos— =cos—=-—1
2 2
nrx RY/4
zan=3 cos—=cos— =0
2 2
nr 47
zan=4 cos— =cos— =1
2 2

itd.

Dakle, ako je n neparan broj , n=2k+1 , tada je a, =0

Pogledajmo sada parne n, ali oblika n=4k ili n=4k+2 za k=0,123......

n=4k

8 nr 4
a,=——cos— ——— (l+cosnr)
nrw 2 nrw

Lo 8 cos 4kz 4
4k 2 4k

(1+cosdkr) = "

4
Wcosﬂwz—m(lw%)

:1616%0052k7z—16k%cos2k7z =0
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Kona¢no imamo:
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f(x)_E_?,g; (2k+1)
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